


Метод интервалов.

1. Несколько слов о целесообразности и основаниях метода интервалов.

Метод интервалов для решения неравенств вошел в школьную программу не так давно, хотя некоторые учителя применяли его давно. К сожалению метод интервалов не может быть до конца обоснован методами, доступными школьнику. Тем не менее, трудно не согласится с тем, что развивающий потенциал, глубина идеи, мощность и простота метода настолько велики, что не использовать метод интервалов непростительно глупо.
Метод опирается на теорему математического анализа о промежуточном значении: если f(х) непрерывна на отрезке [а;b], при этом f(a) = α, f(b) = β, то на отрезке [a;b] функция f(x) принимает все значения  из отрезка [α;β].

Из этой теоремы вытекает следствие: если непрерывная функция f(x) не обращается в нуль ни в какой точке интервала [a;b], то она на этом интервале сохраняет постоянный знак. Сформулированная теорема в школе по объективным причинам не доказывается, а все обоснование метода сводится к древнему «смотри». 

Практика сдачи выпускного экзамена в форме ЕГЭ делает неактуальным разговор об оформлении решения при использовании метода интервалов и я не буду тратить время на обсуждение способов оформления.
2. Алгоритм применения метода в общем виде.

Решаем неравенство f(x) >0 (знак – любой).
1. Следует найти область определения функции.

2. Нужно найти корни уравнения f(x) = 0. Пусть, например, корнями являются числа х1, х2,…хп.
3.  Теперь нужно нарисовать числовую прямую, отметить на ней область определения, нанести на прямую числа х1, х2,…хп.
4. Числа х1, х2,…хп разбивают область определения на некоторое число интервалов. Нужно определить знак функции f(x) на каждом интервале с помощью пробной точки, либо следуя «правилу чередования знаков», свойствам конкретной функции, соображениям четности и т.д.
5. Теперь нужно отобрать удовлетворяющие неравенству промежутки и записать их в ответ. ( Если неравенство нестрогое, то числа х1, х2,…хп входят в решение неравенства.

Итак есть общий алгоритм, который следует адаптировать к конкретной ситуации, комбинирую его с заменой функции, предварительными преобразованиями или заменой переменной.

3. Квадратное неравенство.
Обычный способ решения квадратного неравенства, опирающийся на схематичный рисунок параболы, - таково первое применение метода интервалов.
Нужно найти корни квадратного трехчлена, отметить их на числовой прямой, нарисовать схему параболы и по схеме определить знаки квадратного трехчлена на полученных интервалах.
Переходя к решению квадратных неравенств в 9 классе, можно назвать такой способ решения методом интервалов.
4. Целое неравенство.
Пример. Решить  неравенство (2х-1)(х2+х-5)≥(2х-1)
Решение. Перенесем все члены в левую часть: (2х-1)(х2+х-5) - (2х-1)≥0, откуда (2х-1)(х2+х-6) ≥0. Область определения функции -  вся числовая прямая. 
Решим уравнение (2х-1)(х2+х-6) = 0. Если 2х-1 = 0, то х = 0,5. 
Если х2+х-6=0, то х = -3 или х = 2.

Неравенство можно записать в виде (2х-1)(х+3)(х-2)≥0. 
Эта запись нужна только для того, чтобы было легче определить знаки на промежутках. Если вы можете расставить знаки без этой записи, то она не нужна.
Нанесем найденные числа на координатную прямую и найдем знаки выражения (2х-1)(х+3)(х-2) на каждом промежутке.
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Чтобы определить знак на правом промежутке, можно воспользоваться пробной точкой, например х=100 ( или «пусть икс - мильён», как говорят мои ученики). Далее вступает в силу правило чередования знаков (если нет квадратов, модулей и т.п.). Рисунок является достаточным пояснением к решению.

Ответ: [-3; 0,5] ; [2; ∞]

Для правильной записи ответа бывает полезна предварительная штриховка промежутков, являющихся решением неравенства.
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Без такой штриховки многие учащиеся неверно записывают ответ, поскольку вынуждены держать в голове слишком много обстоятельств. Каждый вспомогательный элемент призван «разгрузить» голову.

Степень подробности решения зависит от уровня выработки навыка, возраста и способностей учащегося.

Старшеклассник имеет право воспользоваться известными сведениями об общем виде параболы, кубической параболы или другой линии и изобразить схему графика на чертеже. В нашем примере чертеж может быть таким:
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Замечу, что в случае наличия кратных корней, требуется еще определить, какая из точек является точкой касания. Чтобы не запутаться, можно каждый корень учитывать столько раз, какова его кратность. Беспроигрышной тактикой также является использование пробных точек в каждом промежутке.

Пример.
Решить неравенство (х2-2х+1)(х2-5х+6) ≤ 0.

Найдем нули функции у = (х2-2х+1)(х2-5х+6).

Получим х = 1;1;2;3.

Изобразим схему графика функции (или найдем знаки функции в каждом полученном промежутке):
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По схеме найдем решение неравенства.

Ответ: 1; [2;3]. 

Часто, заученно применяя метод интервалов, можно допустить ошибку  в определении знака на правом промежутке, по инерции считая его плюсом. Вместо того, чтобы биться над этой проблемой советую всегда менять знаки так, чтобы во всех скобках х был с плюсом. Например:

(х-1)(5-2х)(х+4) > 0 содержит «минус на носу у икса во второй скобке». Это неравенство с успехом заменяется на неравенство:  (х-1)(2х-5)(х+4) < 0. Напомню, что знак неравенства меняется столько раз, сколько сомножителей изменило знак. 
5. Рациональное неравенство
Ниже – пример неравенства с «функцией».

Пример.

Решите неравенство: 
Решение:
Нули числителя: 1/3;4. Нули знаменателя: 3;-2,5.
Отметим знаки выражения           
    на числовой прямой:
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Ответ: (−∞;−2,5)U(−2,5;3)U(4;+∞)
Процедура определения знаков такая же, как и в предыдущем случае, либо с помощью «правила чередования знаков», просто запись об этом отсутствует.

О «правиле чередования знаков».

Чаще всего школьники сами «открывают это правило». Но хочу предостеречь от ошибки и предлагаю решить неравенство:  (х-2)2 (х-1) ≤ 0. Решением является числовой промежуток (-∞; 1].
Чтобы не было ошибок советую в неравенствах где есть квадрат, модуль, одинаковые корни и т.п. проверять знаки функции тщательно, отдельно в каждом промежутке. Чередовать знаки можно лишь тогда, когда очевидно, что неравенство не таит никаких сюрпризов, например в таком случае:

(х-1)(х-2)(2х-5) > 0.

В заключение хочу отметить, что метод интервалов ценен не только сам по себе. С помощью этого же метода, например, определяются знаки производной при исследовании функции. Поэтому рассуждение о знакопостоянстве функции на интервалах должно войти  в сознание школьника.
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